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Esercizio 1.
Siano X7, ..., X,, variabili casuali estratti da una Normale Standard, deter-
minare la distribuzione di:

LU= Z?:l Xi2
Sia Y = X? calcoliamo la distibuzione di Y usando la f.g.m.

Ele™] = E[eX] = [ emQ\/%?e"”Qﬂdm - \/%7 2 e 2 (172 gy —

Facendo un cambio di variabili ponendo s = z(1 — 2t)'/2 si ottine
ds = dz(1 — 2t)'/? quindi:

i R

= (1=20717 = ()% = (752"

Quindi Y ~ I'(1/2,1/2) ~ X?l) da cui U ~ x2.

2. X= %Z?:l Xi _
Per il teorema 6.8 a pag. 252 del testo si ha che X ~ N (0, %)

3. 8% = ;L L (X X)?

n—1
Per il corollario a pag. 253 del libro di testo si ha che U = (n_(le)SQ =
Z?:1()gi_5()2 ~ X2 1

Esercizio 2.
. 2
Sia X v.a. ~ xz.

1. Determinare i quantili X3,10(5) e X%’90(5)
X3.10(5) = 1,610; x§ 9o (5) = 9,236

2. P(1,145 < X < 12,83) = F(12,83) — F(1,145) = 0,975 — 0,050 =
0,925

3. P(X >15.09) =1— F(15,09) = 1 — 0,99 = 0,01

Esercizio 3.
Sia X, ..., X, un c.c. estratto da:
f(x,0) = 027115 )(x), 6 >0

1. Trovare lo stimatore di 8 con il metodo dei momenti.

E[X] = fol 20z 1dr = 9_%1

c1e 0 v . X
quindi g7 = X dacui Tp = =5



2. Trovare lo stimatore di massima verosimiglianza di 6.
L(H) = H?:l f(xh 9) - H?:l ‘937?_11(0,1)(%) =
0" Ty f Lo,y (i)
passando al logaritmo si ottine:
log(L(6)) = nlog() + Y2 logz] " = nlog(8) + (6 — 1) 37, loga;
ricordando che z; € (0,1)Vi = 1,...,n. Derivando:
44 S loga: = 0

% =—> i logx; da cui:
i=1 l0g X
Calcoliamo ora la varianza dello stimatore T = t( X7, ..., X,,) = Z"_i?:)g)(:
=1 g

Var(T) = E[T?] — E[T)?

Calcoliamo prima la distribuzione di Y = —log(X)

Fy(y) = P(Y <y) = P(~logX <y) = P(X > e7¥) = [1, 02 \dw =
1—e %

fr(y) = %Fy(y) = =% Allora Y ~ Ezxp(f) da cui si ottiene che
Z=-=% 1" logX; ~T(n,0)

E[T] = Elswftox] = B3] = [)™ 252" e %dz = i Jy ™ 077127 he%dz =
I'(n—1 n
nf (r(n)) = =10
oo n2 0" _n—1,-0z n262
E[T?) = [ 2" e Pz = iy
Var(T) = —F

(n—=1)2(n—2)
Esercizio 4.

Sia Xi, ..., X, un c.c. estratto da:
flx,0) = %e"”"_e‘, 0 c R.
1. Trovare uno stimatore di € con il metodo dei momenti.
EX]= [T Llpelo=0ldy =
L ae @ 0dy 4+ 1[0 pe oty =0

Quindi Ty = X

2. Trovare uno stimatore di massima verosimiglianza di 6.

L) =T11", f(z:,0) =1, %e—m—m — 2% 1, e—lzi—0l — %e— >ity lwi—0|
Passando al logaritmo:
log(%n) — >0 fai — 0] = —nlog2 — >0 /(xi — 0)? = F(0)
Si noti che F(#) non e derivabile in § = x;, per i = 1, ..., n. Derivando:
0
logL(0) = S, =gk = SO sgn(w; — 0)
Dobbiamo trovare quindi una scelta per 6 t.c. massimizzi la funzione:
Sen:2k:}, 0= Xpt1.
Per n =2k, 0 = 1/2(Xg41 + Xi)



Esercizio 5.
Siano X1, ..., X, v.a. i.i.d. distribuite come una Po(\). Stimare il parame-
tro con il metodo dei momenti e della massima verosimiglianza.
E[X] = X quindi lo stimatore & A = X

09w nop—

L(0) = [Ty fi, 0) = [Ty S5 = 0= e I,
Passando al logaritmo:
d%L(Q) =1logd Y i xi—nb+Yy i log(1/z;) = logh Y i x;—nb Y 1 log(x;)
Derivando si ottiene: .
szl i _p=0dacui = Li# i




